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Gratification réglementaire

Dans la théorie du transport optimal, au carrefour de 1'analyse, des probabilités et d’autres do-
maines mathématiques, scientifiques ou techniques, on a pris I'habitude d’appeler plan de transport
entre u et v sur E, qui sont deux mesures de probabilité, toute mesure 7 sur E x E dont les marges sont
L et v, c’est-a-dire qui satisfait a 7(A x E) = u(A) et m(E x A) = v(A), pour tout A.

Dans I’ensemble I1(y, v) des plans de transport on distingue certains sous-ensembles :

— Sous-ensemble IT* (u,v) des plans de transports optimaux, c’est-a-dire minimisant une fonc-
tionnelle F : I1(u,v) — Ry U {+o00} particuliere. La théorie permet de connaitre des conditions
garantissant IT* (u, v) = {#*} avec en plus une connaissance des caractéristiques de 7 *.

— Sous-ensemble IT'(u,v) < Il(u,v) des plans de transport satisfaisant a une contrainte supplé-
mentaire. Exemples : contrainte martingale [BJ16] ou directionnelle [NuWa21], contrainte de
capacité [KoMcC15], contrainte multimarginale [GaSw98] ou multi-stochastique [GIKoZi22].

— Enfin la combinaison des deux : (IT')* (u, v) est 'ensemble des solutions du problémes de mini-
misation parmi les plans de transport satisfaisant a la contrainte.

Dans ce stage de master on s’attachera a recenser et comprendre des résultats connus sur la stabilité

et la structure de ces sous-ensembles.

Stabilité. On désigne ainsila continuité de I'application g donnant1’ensemble des minimiseurs en
fonction des marges

g: (wv) — )" (u,v),
dans les des cas ot (IT')* (u, v) est un singleton ou non, et en fonction de la contrainte choisie.
Structure. Dans certaines situations les ensembles IT* (i, v) ou IT'(u, v) peuvent se déduire de fa-

milles d’ensembles (IT*(i;,v;));.; ou (IT* (3, v;)) ;. ; ol les familles () jer, (vi)ies consistent en
une décomposition canonique de (y, v).

On tiendra compte des gotts et du bagage mathématique de la stagiaire ou du stagiaire dans la définition
des objectifs. D'autres sujets sont également envisageables parmi les themes du projet SOCOT.
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Master thesis with gratification

In Optimal Transport Theory a the crossroad of Analysis, Probability and other mathematical sub-
domains as well as other scientific or technical domains, a probability measure 7 on E x E with margi-
nals p and v —i.e such that m(A x E) = u(A) and n(E x A) = v(A) for every A-is called a transport plan
between u and v.

In the set I1(y, v) of transport plans we designate important subsets :

— Subset IT* (i, v) of the optimal transport plans, that is the transport plans 7 € I1(y, v) that mini-

mize some particular functional F : I[1(u, v) — Ry U{+o0o}. The theory provides special conditions
on F that guarantee IT* (i, v) = {#*} and gives additional information on 7*.

— Subset IT'(u, v) < [1(k, v) of the optimal transport plans satisfying an additional constraint. Examples :
martingale [BJ16] or directional [NuWa21] constraint, capacity constraint [KoMcC15], multi-
marginal [GaSw98] or multi-stochastic [GIK0Zi22] constraint.

— The combination of both : (IT')* (u, v) is the set of solutions for the minimisation of the transport
plans satisfying the constraint.

The aim of this master internship is to gather and understand in depth the results on the stability

and structure of these subspaces.

Stability. It is the name given to the continuity and related results of g that maps the marginals to

the set of minimizers
g: (wv) — )" (u,v),

both in the case (IT)*(u,v) is a single transport plan or not, and depending on the chosen
constaint.

Structure. In certain cases the subsets IT*(u,v) or II'(u,v) can be deduced from some families
(IT* (i, vi) ;o and (I1*(ui,vi));; where the families (u;)ier, (Vi)ies consist in a canonical de-
composition of (u, v).

The candidate’s mathematical background and tastes will be taken into account. Other research direc-
tions within the framework of the SOCOT project are also possible.
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