
Exercices sur les c-transformées

Jeudi 10 mars 2022

Soient X et Y deux espaces polonais. Soient ψ : X → R̄ et φ : Y → R̄. Soit c : X × Y → R.

1 C-transformées

Définition 1 (c-transformées). Soit (x, y) ∈ X × Y ,

(Pc ψ)(y) := inf
x∈X

ψ(x) + c(x, y),

(Qc φ)(x) := sup
y∈Y

φ(y)− c(x, y).

Lien avec le problème dual : Maximiser∫
Y

φ dν −
∫
X

ψ dµ,

avec (ψ, φ) ∈ Ac := {(ψ, φ) ∈ L1(µ)× L1(ν) | φ(y)− ψ(x) ≤ c(x, y)}. Une manière de faire pour améliorer le coût
du problème dual : augmenter φ ou diminuer ψ (tout en restant admissible).

(ψ, φ) (ψ,Pc ψ) (Qc Pc ψ,Pc ψ) (Qc Pc ψ,Pc Qc Pc ψ) . . .

(ψ, φ) (Qc φ, φ) (Qc φ,Pc Qc φ) (Qc Pc Qc φ,Pc Qc φ) . . .

Propriété 1. Les transformées Pc et Qc sont croissantes.

Proof. Soient ψ1 ≤ ψ2. Alors, pour tout y ∈ Y ,

inf
x∈X

ψ1(x) + c(x, y)︸ ︷︷ ︸
=:Pc ψ1(y)

≤ inf
x∈X

ψ2(x) + c(x, y)︸ ︷︷ ︸
=:Pc ψ2(y)

.

Donc, Pc est croissante.

Propriété 2. Qc Pc ψ ≤ ψ et Pc Qc φ ≥ φ.

Proof. Soit y ∈ Y .

(Pc ψ)(y) ≤ ψ(x) + c(x, y), ∀x ∈ X
⇔(Pc ψ)(y)− c(x, y) ≤ ψ(x), ∀x ∈ X
⇔ sup

y∈Y
Pc ψ(y)− c(x, y)︸ ︷︷ ︸
=:Qc Pc ψ(x)

≤ ψ(x), ∀x ∈ X.
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Propriété 3. Pc Qc Pc ψ = Pc ψ et Qc Pc Qc φ = Qc φ.

Proof. Avec la Propriété 2, on a
(Pc Qc)(Pc ψ) ≥ Pc ψ.

De plus (Propriété 2), Qc Pc ψ ≤ ψ et comme Pc est croissante (Propriété 1),

(Pc) Qc Pc ψ) ≤ Pc ψ.

D’où le résultat.

Lien avec le problème dual :

(ψ, φ) (ψ,Pc ψ) (Qc Pc ψ,Pc ψ) (Qc Pc ψ,Pc Qc Pc ψ) = (Qc Pc ψ,Pc ψ).

(ψ, φ) (Qc φ, φ) (Qc φ,Pc Qc φ) (Qc Pc Qc φ,Pc Qc φ) = (Qc φ,Pc Qc φ).

Propriété 4. ψ c-convexe ⇔ ψ = Qc Pc ψ et φ c-concave ⇔ φ = Pc Qc φ.

Proof. On suppose que ψ est c-convexe i.e. ∃φ : Y → R̄ t.q. ψ = Qc φ. Alors (Propriété 3)

Qc Pc ψ = Qc Pc Qc φ = Qc φ = ψ.

Réciproquement, on suppose Qc Pc ψ = ψ. Montrons que ψ est c-convexe. On pose φ := Pc ψ. Alors,

ψ = Qc Pc ψ = Qc φ.

D’où le résultat.

Propriété 5.
Pc ψ ≡ +∞⇔ψ ≡ +∞⇔∃y ∈ Y, Pc ψ(y) = +∞,

Qc φ ≡ −∞⇔φ ≡ −∞⇔∃x ∈ X, Qc φ(x) = −∞.

Proof. Evident.

2 Les sous/sur-différentielles

Définition 2. Soient (x, y) ∈ X × Y et M ∈ R,

ax,M := M + c(x, ·),

by,M := M − c(·, y).

(a) (b)

Figure 1: Exemple avec c(x, y) = (x− y)2 (gauche) et c(x, y) = −x · y (droite).
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Propriété 6. ax,M ≥ φ⇔M ≥ Qc φ(x) et by,M ≤ ψ⇔M ≤ Pc ψ(y).

Proof.

ax,M ≥ φ⇔M + c(x, y) ≥ φ(y), ∀y
⇔M ≥ φ(y)− c(x, y), ∀y
⇔M ≥ sup

y∈Y
φ(y)− c(x, y)︸ ︷︷ ︸
=:Qc φ(x)

.

Définition 3 (Sous-différentielles). Soit (x, y) ∈ X × Y ,

∂cψ(x) := {y ∈ Y | Pc ψ(y) = ψ(x) + c(x, y)},

∂cφ(y) := {x ∈ X | Qc φ(x) = φ(y)− c(x, y)}.

Sous-différentielles car dans le cas où c(x, y) = −x · y et ψ differentiable en x, ∂cψ(x) = {∇ψ(x)}.

Propriété 7. {
ax,M ≥ φ
ax,M (y) = φ(y)

⇔
{
M = Qc φ(x)
x ∈ ∂cφ(y)

,

et {
by,M ≤ ψ
by,M (x) = ψ(x)

⇔
{
M = Pc ψ(y)
y ∈ ∂cψ(x)

.

Proof. {
ax,M ≥ φ
ax,M (y) = φ(y)

⇔
{
M + c(x, z) ≥ φ(z), ∀z ∈ Y
M + c(x, y) = φ(y)

⇔
{
M ≥ φ(z)− c(x, z), ∀z ∈ Y
M = φ(y)− c(x, y)

⇔
{
M ≥ supz∈Y φ(z)− c(x, z)
M = φ(y)− c(x, y)

⇔
{
M = Qc φ(x)
x ∈ ∂cφ(y)

.

Exemple 1 : Dans R, φ(y) = −y2 et c(x, y) = −x y. On cherche x et M lorsque y = 1. Avec la Propriété
précédente,

∂cφ(1) := {x ∈ X | Qc φ(x) = φ(1)− c(x, 1)}
= {x ∈ X | sup

z∈R
−z2 + z x = −1 + x}

= {x ∈ X | x
2

4
= x− 1} = {2}.

Soit x ∈ ∂cφ(1).

Qc φ(x) := sup
y∈R
−y2 + y = 1.
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Figure 2: Exemple avec c(x, y) = −x · y, φ(y) = −y2.

Propriété 8.
Pc Qc φ = inf{ax,M | (x,M) ∈ X × R et ax,M ≥ φ},

Qc Pc ψ = sup{by,M | (y,M) ∈ Y × R et by,M ≤ ψ}.

Proof. Soit y ∈ Y .

inf{ax,M | (x,M) ∈ X × R et ax,M ≥ φ} = inf
x∈X

inf
M≥Qc φ(x)

M + c(x, y)

= inf
x∈X

c(x, y) + Qc φ(x)

= Pc Qc φ(y).

Propriété 9.
Pc ψ 6≡ −∞⇔∃(y,M) ∈ Y × R, ψ ≤ by,M ,

Qc φ 6≡ +∞⇔∃(x,M) ∈ X × R, φ ≥ ax,M .

Proof.

Pc ψ 6≡ −∞⇔∃(y,M) ∈ Y × R, ψ(x) + c(x, y) ≤M, ∀x ∈ X
⇔∃(y,M) ∈ Y × R, ψ(x) ≤M − c(x, y)︸ ︷︷ ︸

=:by,M (x)

, ∀x ∈ X.

Propriété 10. Soit y ∈ Y t.q. φ(y) < +∞, alors

∂cφ(y) = {x ∈ X | ∃M ∈ R, ax,M ≥ φ et ax,M (y) = φ(y)}.

Soit x ∈ X t.q. ψ(x) > −∞, alors

∂cψ(x) = {y ∈ Y | ∃M ∈ R, by,M ≤ ψ et by,M (x) = ψ(x)}.

Proof. Soit y ∈ Y t.q. φ(y) < +∞. Avec la Propriété 7,

{x ∈ X | ∃M ∈ R, ax,M ≥ φ et ax,M (y) = φ(y)} = {x ∈ X | Qc φ(x) < +∞︸ ︷︷ ︸
toujours vrai car φ(y)<+∞

et x ∈ ∂cφ(y)}

= ∂cφ(y).
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